L’Aritmètica

Alguns trets històrics

En un principi foren els nombres..... Un, dos, tres, molts....

En una etapa molt primitiva de la civilització els nombres formaven part del propi llenguatge, i es disposaven de vocables concrets per expressar els primers nombres, i a partir d’una quantitat ja s’emprava un terme equivalent a molts. Així ens ho explica J.Bernal en el seu llibre Historia Social de la Ciencia .

En etapes una mica més avançades fou necessari un desenvolupament més conceptual en la forma de denominar els nombres, i el que és més important fou imprescindible establir uns algorismes per fer front a les operacions de l’aritmètica elemental. Ens referim a la suma, resta, multiplicació i divisió. Sabem per les restes arqueològiques que tant a Babilònia com a Egipte van disposar d’un sistema evolucionat de còmput bàsic, probablement vinculat a operacions de comptabilitat que deurien abastar des de les pràctiques comercials, fins a la recollida d’impostos....L’univers numèric el constituïen els nombres naturals, i els trencats.

L’etapa grega

L’Escola Pitagòrica feu un descobriment enormement subversiu pel que feia a l’ordre establert a les matemàtiques. Durant un perllongat període van conviure amablement una aritmètica bàsica on s’havien desenvolupat els conceptes de paritat, nombres primers, i propietats elementals dels nombres naturals, amb una geometria plana on s’anaven integrant un munt de resultats, entre ells el conegut com teorema de Pitàgores. Però heus aquí que en un moment determinat van descobrir que el costat de qualsevol quadrat era incommensurable amb la diagonal del mateix quadrat, és a dir, no existia cap possibilitat de trobar una subunitat de mesura que podés mesurar exactament tots dos segments. La idea intuïtiva basada en que els trencats, en ser densos, tenien que omplir totes les mesures possibles de tots els segments se n’anava en orris. Aquest descobriment fou la primera i molt prematura crisi de les matemàtiques, però no seria l’única....

Seria Eudox en el segle IV aC. l’encarregat de refer un sistema nou que fonamentés d’una manera general el concepte de nombre, i així aparegué la teoria de les proporcions, que s’acabaria integrant posteriorment en el llibre V dels Elements d’Euclides. Posteriorment, en el s. II aC. seria Arquimedes el matemàtic que millor explotaria la subtil teoria de les proporcions, i l’aplicaria de forma sistemàtica en les formulacions de la llei de la palanca, o en la mesura del cercle (càlcul aproximat del nombre Pi) , etc...

No seria fins una etapa molt més tardana, dintre del període hel·lenístic, cap a meitats del segle II dC. que aparegué una figura extraordinària pel que fa a l’Aritmètica Grega, ens referim a Diofant d’Alexandria, personatge que deixà escrits 13 llibres d’Aritmètica i un llibre sobre poligonals. Aquells 13 llibres es refondrien posteriorment en 6 llibres d’Aritmètica, i aquest és el format en que ens ha arribat als nostres dies. La majoria d’autors coincideixen en que no es van perdre llibres, i la fusió l’atribueixen a la darrera etapa de la Biblioteca d’Alexandria, quan era directora la matemàtica Hypatia, i ella mateixa treballà a fons l’obra de Diofant. 

El conjunt de l’obra de Diofant és un monument a la Matemàtica, i contenia prou tresors com per anar desenvolupant nous conceptes matemàtics des del Renaixement fins a l’obra d’Euler. El més sorprenent de tot és que els 6 llibres no apareixen organitzats de forma axiomàtica i ben ordenada a l’estil dels clàssics grecs. L’obra de Diofant és un recull de problemes aritmètics abstractes, on es tracta de cercar una solució racional d’una equació que ara anomenem com a diofantina. Per la importància que té aquesta obra com a font constant d’inspiració per la generació del nou llenguatge algebraic en el transcurs del Renaixement, ja hi dedicarem una anàlisi més extensa en la sessió corresponent a història de l’àlgebra. De moment diguem només que fou un referent cabdal per autors com  ara Bombelli, Vieta, Bachet, Fermat i Euler.
Les contribucions del àrabs

El saber àrab es desenvolupà al voltant del califat de Bagdad. De la ma del califa Almansur (762) aquesta ciutat esdevingué un gran centra cultural, i fou hereu tant de la tradició matemàtica procedent de l’ Índia, com aquella procedent del mon hel·lènic. Més endavant l’altra gran focus cultural fou el califat de Còrdova, on en temps d’Abderraman III la seva biblioteca va arribar a tenir un fons de 400.000 volums.

Un dels primers grans matemàtics que hem de esmentar és Muhammad ibn Musà al-Hwarizmi
, que després de visitar Índia, retornar a Bagdad i escriví el tractat Hisâb al-jabr wal-muqqâbala (830) títol a partir del qual s’institucionalitzà el terme d’àlgebra per referir-se a certes tècniques matemàtiques per resoldre problemes on intervenien equacions de primer i segon grau. També cal esmentar un altre llibre que en la seva traducció llatina porta el nom de  De Numero Indorum, llibre on s’exposa el sistema de numeració decimal, que s’estendria per arreu.

Un altra matemàtic que deixà resultats de tipus aritmètic fou Tâbit ibn Qurra (aprox 835-901). A ell es deu un curiós resultat sobre nombres amigables. Aboûl Wafâ (933-998) faria una traducció de Diofant i comentaria els resultats exposats per al- Hwarizmi. També esmentarem el matemàtic i poeta Omar Khayyam, que deixà escrit un llibre sobre tècniques de l’àlgebra.

Podem resumir les contribucions matemàtiques dels àrabs en els següents apartats:

a) Divulgació del sistema de numeració decimal d’origen indi.

b) Algorismes clars i eficients de les quatre regles del càlcul aritmètic.

c) Problemes de planteig i mètodes de resolució vinculats a una mena d’àlgebra entre retòrica i sincopada.

d) Trigonometria. Confecció de taules trigonomètriques i astronòmiques.

L’etapa medieval

De forma molt resumida podríem senyalar a l’escola dels neopitagòrics, en el s. I dC. com l’origen d’una tradició matemàtica que es transmetria al llarg de la llarga etapa medieval. El més conegut d’ells seria Nicomaco de Gerasa, i els escrits sobre els que estudiaven corresponia a un resum molt pobre dels Elements d’Euclides, en els que s’havia afegit una gran quantitat de numerologia pitagòrica, que abastava una gran categoria de classes de nombres segons les figures geomètriques associades (nombres triangulars, pentagonals, piramidals, perfectes, abundants,...). Sobre aquestes bases s’establí una línia de transmissió basada en els monestirs i els pares de l’Església, entre ells Boeci, Isidor de Sevilla, Alcuino, el venerable Beda,... Tots ells van mantenir la conservació d’un saber antic basat en uns resultats molt bàsics d’Aritmètica i uns altres de Geometria, ambdós sustentats en una part dels Elements d’Euclides, i amb plena ignorància de les aportacions fetes per Apoloni, Arquimedes i Diofant.

En una etapa molt avançada cal esmentar la gran figura de Leonardo Da Pisa (1180-1250) a qui se li deuen l’escriptura de diversos llibres matemàtics molt interessants, entre ells el Liber Abacci, on divulga a Europa el sistema decimal àrab i tracta un conjunt de qüestions aritmètiques i algebraiques. Malauradament les seves contribucions no van tenir la continuïtat desitjada, i el renaixement matemàtic encara tindria que esperar un parell de segles.

Per últim esmentarem les aritmètiques de Thomas Bradwardine (1290 ?-1349), que treballà a Oxford, i l’Aritmètica de Jordanus Nemorarius (-1237?). Totes dues obres integraven els llibres de text que s’estudiaven a les Universitats Medievals, i de fet això es mantingué així fins gairebé l’any 1500, com així ho testimonien els diferents incunables impresos a París i que servien de llibres de text a la Sorbona.

El Renaixement

El punt de partida de l’Aritmètica en el Renaixement el constitueixen un munt d’aritmètiques mercantils impreses a les acaballes del s. XV. Aquestes aritmètiques res tenien a veure amb aquelles altres que s’estudiaven a les universitats de l’època. El seu contingut era eminentment pràctic i el seu destinatari eren els mercaders i comptables de l’època. Però era d’aquestes aritmètiques mercantils d’on apareixeria al cap de poc temps l’Art Major de l’Aritmètica, que cristal·litzaria  més endavant com  una part pròpia de les matemàtiques: l’Àlgebra.

La producció matemàtica pel que fa a l’aritmètica va romandre vinculada a les ciutats més riques i desenvolupades econòmicament, les d’Alemanya i el nord d’Itàlia bàsicament. I les successives edicions d’aquestes aritmètiques venia garantida per una demanda d’elles com llibre de text per instruir als mercaders amb l’intercanvi de mercaderia, transformació de quantitats monetàries, i llibres de comptabilitat en general. A tall d’exemple diguem que  la Summa de Arithmetica de Luca Pacioli, editat a Venècia l’any 1494, esdevingué l’origen del procediment de comptabilitat per partida doble, pràctica que mai més no s’abandonaria en l’activitat mercantil.

Veiem un quadre de les primeres aritmètiques impreses, i la seva localització.

	ANY
	CIUTAT
	AUTOR
	LLIBRE
	NACIÓ

	1478
	Treviso
	Anònim
	Tractat d’Aritmètica
	ITALIA

	1482
	Bamberg
	U. Wagner
	Llibre de càlculs
	ALEMANYA

	1482
	Barcelona
	F.Santcliment
	Suma de la art de Arismetica
	CATALUNYA

	1484
	Venezia
	Pietro Borgi
	Arithmetica
	ITALIA

	1484
	Lyon
	N.Chuquet
	Le Triparty...
	FRANÇA

	1489
	Leipzig
	J.Widman
	Tractat de càlcul
	ALEMANYA

	1490
	Florença
	F.Calandri
	Aritmetica
	ITALIA

	1494
	Venezia
	Luca Paccioli
	Summa de arithmetica
	ITALIA


Totes aquestes aritmètiques tenien un contingut comú i integraven els següents capítols:

a) Sistema de numeració decimal i operacions amb trencats

b)  Les quatre operacions aritmètiques i els algorismes corresponents

c) Proporcionalitat directa i inversa

d) Problemes de pràctica mercantil amb problemes de planteig

És un fet digne d’esmentar el que totes aquestes aritmètiques fossin escrites en llengua vernacle, la qual cosa afavoria la seva lectura i difusió, fent que les matemàtiques sortissin a fora dels murs dels monestirs. Diguem com a curiositat que el símbol de suma “+” aparegué per primera vegada al tractat de càlcul alemany de J. Widman, encara que el seu significat estava associat a indicar l’excés de pesos d’una quantitat fixada.

Progressivament, i al llarg de la primera meitat del segle XVI les aritmètiques van evolucionar en els seus continguts, i cada cop més incloïen al final una part dedicada a l’àlgebra i a la resolució d’equacions. Era la dita pràctica dels cosistes ( la cosa era la incògnita), o art de la cosa, o Art Major de l’Aritmètica, o senzillament àlgebra que era el mot procedent de la tradició àrab. 

Pel que fa a l’aparició i ús del sistema decimal per nombres no enters hem de dir que el procés fou molt lent. De fet no seria fins l’any 1579 on aparegué l’ús dels nombres decimals inferiors a la unitat en un llibret de taules trigonomètriques elaborades per F. Vieta (1540-1603) i conegudes  amb el nom de Canon Matematicus. Nogensmenys aquestes taules tenien massa errors de càlcul i el propi Vieta destruí tots els exemplars que va pogué. Vieta separava la part entera de la decimal escrivint aquesta última amb caràcters més petits i amb una ratlla per sota i a la part superior del número, i emprant caràcters en negreta per la part entera. Per exemple: 314,159 265,37  o be 314,159,265,37.

Però no seria fins l’any 1585 quan l’enginyer Simon Stevin(1548-1620) publicà en flamenc l’obra De Thiende dedicada íntegrament a explicar la forma d’operar amb els nombres decimals no enters. L’exposició va dirigida a fer us d’aquests nombres en l’univers de les finances, i les taules d’interessos. L’edició francesa correspon al mateix any amb el títol de La Disme i l’edició anglesa d’aquesta obra es retardà fins l’any 1608 i aparegué sota el títol Dime: The Art of Tenths. Pocs anys després John Napier (1550-1617) consagrà definitivament els nombres decimals en les seves taules de logaritmes, emprant un punt per separar la part entera de la part fraccionària.

Per començar la sessió de treball amb problemes on intervé l’àlgebra, l’aritmètica i la geometria, començarem amb un problema extret de l’abundant ventall de matemàtica recreativa:

 1.- Feu la successió d’operacions següents:

1) Escolliu un nombre enter entre l’1 i el 10, que correspongui a la nota que desitgeu  treure.

2) Multipliqueu el nombre escollit per 50, i després afegiu-li 26 unitats.

3) A continuació multipliqueu el total obtingut per 200.

4) Per aquells alumnes que aquest any encara no han complert anys, li han de sumar al nombre que tenen la quantitat de 109 unitats, i per aquells que aquest any ja han celebrat el seu natalici, han de sumar al nombre obtingut 110 unitats.

5) Finalment, resteu tothom el número de 4 dígits corresponent al vostre any de naixement.

Després d’haver fet totes les operacions indicades, cadascú ha obtingut un número de 5 xifres, la primera de les quals és la nota que voldria treure, les dues següents corresponen a l’edat que tenia Crist quan el van matar, i les dues últimes xifres indiquen l’edat que actualment teníeu cada u de vosaltres.

Fins aquí arriba l’endevinalla, ara cal esbrinar les raons per les quals s’obté aquesta quantitat numèrica, i no una altra. Un cop descoberta la raó amagada del perquè del resultat final es demana que canvieu l’enunciat per obtenir en lloc de l’edat en que morí Crist, l’any en que fou assassinat Juli Cèsar (44 aC.). En compta, ja que si el nombre central és senars, com el 33, només cal canviar el pas 2), però si és parell, com el 44, llavors cal canviar dos passos: el 2) i el 4).

2) Els Pitagòrics ja van descobrir les relacions existents entre mitjanes aritmètiques, geomètriques i armòniques.

Demostreu mitjançant la geometría i l’àlgebra les desigualtats:
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On la primera expressió és la mitjana armònica d’a i b, és a dir:
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La mitjana armònica seria l’invers de la mitjana aritmètica dels inversos.

3) Juguem amb les fracciones unitàries.

Pels egipcis, les autèntiques fraccions eren les unitàries, i les altres no deixaven de ser divisions indicades. És per això que intentaven descompondre una fracció qualsevol en suma de “fraccions de les autèntiques”. Hem vist l’exemple:
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L’ús auxiliar del 60 no és gratuït, ja que 60 té molts divisors (exactament 12), i això permet que 12 fraccions del tipus a/60 passin a ser directament fraccions unitàries. És plausible que aquesta virtut del 60 sigui l’explicació de l’èxit de la base sexagesimal emprada pels babilonis per mesurar els angles, i més endavant per la mesura del temps…

Problema: 

a) el nombre 
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 admet altres descomposicions amb fraccions unitàries ?

b) Amb les fraccions unitàries, podem expressar qualsevol trencat ? Proveu de descompondre 2/73 amb suma de només dues fraccions unitàries (no si val la solució de repetir-les 1/73 + 1/73). Proveu amb el nombre 2/103, i amb el nombre 2/(2n+1). I si prenem el nombre 5/73, podem fer el mateix que abans?

c) Amb les fraccions unitàries, podem expressar qualsevol nombre real entre 0 i 1 ?

d) Si sumem totes les fraccions unitàries, obtenim alguna cosa ?
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e) Si en traiem molts, i només ens quedem amb els denominadors formats pels múltiples de 100, aconseguim que la suma sigui finita ?
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f) Si agafem una part de les fraccions unitàries, per exemple les del tipus 
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, podem generar tots els nombres reals entre 0 i 1 ? Expresseu el nombre 2/73 en aquesta base.

g) Per acabar mireu de sumar (amb l’ajut de l’àlgebra) l’expressió següent:


[image: image8.wmf]O

+

+

+

+

1

1

1

1

1

1

1

. El nombre que obtindreu té propietats sorprenents. Li diuen el nombre d’or….

4) I per acabar aquest llistat de problemes us proposo un petit entreteniment numèric. Considerarem la sèrie numèrica de Fibonacci que té per primers termes 
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, i els altres que s’obtenen segons la coneguda recurrència 
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Els primers termes de la sèrie són

	F1
	F2
	F3
	F4
	F5
	F6
	F7
	F8
	F9
	F10

	1
	2
	3
	5
	8
	13
	21
	34
	55
	89


Comproveu que tot nombre natural es pot posar de forma única com a suma de termes d’aquesta successió de Fibonacci amb la condició que no puguin haver dos termes seguits de la successió. Després d’assajar la descomposició d’uns quants nombres naturals podeu assajar una demostració d’aquest resultat.

El resultat anterior ens proporciona un nou sistema de representació dels nombres naturals. Com a curiositat final exposarem un resultat prou sorprenent i vinculat a aquest sistema de representació dels naturals.

Recordareu que una de les (gairebé infinites...) propietats de la successió numèrica de Fibonacci és que es verifica el següent:
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És a dir la raó entre termes consecutius de la successió tendeix al nombre d’or que determina la “proporció aurea” entre els costats d’un rectangle harmoniós, com la base del Partenón. Doncs be si considerem les potències de l’invers del nombre d’or:
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Obtenim una successió que també verifica la recurrència de Fibonacci, és a dir:
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Però això no és tot, es pot demostrar que tot nombre real del segment unitari (0,1) es pot descompondre de forma única com a suma de termes d’aquesta darrera successió amb la condició que no hi hagin dos de seguits. 

Novament les matemàtiques ens tornen a sorprendre per la bella harmonia que apareix quan s’aprofundeixen vells conceptes que adquireixen nous significats en contextos diferents a aquells en que es van generar. 

5) I per si encara ens queda temps, cosa poc probable, aquí va una funció monstruosa però molt interessant, construïda a partir de l’aritmètica de les xifres decimals. La funció la definim en el segment unitari [0,1) de la següent forma:
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A cada xifra decimal se li posa davant la xifra zero. Aquesta funció té propietats sorprenents: a) És estrictament creixent b) És continua en un conjunt dens de mesura ú, i en aquests punts la derivada si existeix és nul·la, i per últim és discontínua en un altra conjunt dens de mesura zero (gràcies a això creix).

� Es pot consultar un resum dels seus treballs a la Web  � HYPERLINK "http://divulgamat.ehu.es/" ��http://divulgamat.ehu.es/� portal que ha anat incorporant un conjunt ampli de temes matemàtics enfocats a l’aprenentatge de les matemàtiques, i que pot ser molt útil pel mon de l’ensenyament. A més els seus autors han començat a organitzar una exposició itinerant per donar a conèixer el saber matemàtic.
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